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Abstrak

Dalam makalah ini dibahas masalah inventori multi-item dalam menentukan jumlah inventori
pada setiap periode waktu dalam memenuhi permintaan dari beberapa produk. Model inventori
yang dibahas mengalami peningkatan atau penurunan dalam bentuk inventori multi-item, karena
dalam dunia real masalah yang dihadapi cenderung inventori terdiri dari beberapa jenis item.
Model yang diperoleh diselesaikan dengan kontrol optimal dengan melibatkan Pontryagin.
Sehingga akan didapatkan cara bagaimana menentukan biaya produksi yang optimal dari tingkat

persediaan yang optimal.

Kata kunci: Inventori Multi-Item, Kontrol Optimal, Pontryagin.

1. Pendahuluan

Banyak masalah yang terdapat dalam
Riset Operasi salah satu diantaranya adalah
masalah inventori. Dari hasil kajian
penelitian sebelumnya diperoleh masalah
yang timbul bahwa perubahan dalam
inventori tidak mungkin terjadi sekaligus
yaitu peningkatan juga penurunan, walaupun
dalam teori modelnya bisa dibentuk tapi
pada kenyataannya sangat sulit menemukan
kasus yang nyata [1],[4],[6],[8]. Dalam
periode produksi [0,t;]] inventori akan
bertambah banyak selama masa produksi
tetapi akan berkurang dengan adanya
permintaan dan kemerosotan [2],[3],[12].
Seluruh model masih menggunakan bentuk
permintaan konstan dan Linier

[51.[71.[81.[9].

Penelitian dilanjutkan dengan
inventori  dengan  Model  permintaan
Stokastik (memuat unsur ketidakpastian)
karena dalam kenyataannya ternyata
permintaaan terhadap inventori cenderung
terjadi perubahan dari waktu ke waktu
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sesuai dengan keinginan konsumen, bisa
jumlah permintaannya banyak juga bisa
berubah menjadi sedikit sehingga di
dalamnya mengandung unsur ketidakpastian
[2],[3],[16]. Namun diperoleh masalah baru
karena selain Permintaan ternyata Produksi
juga termasuk salah satu unsur yang
didalamnya mengandung ketidakpastian,
yang jumlahnya sangat bervariasi dan sudah
sangat pasti memberikan pengaruh terhadap

inventori yang tersedia [3]. Perusahaan
menginginkan  cukup  pasokan  untuk
memenuhi  permintaan pelanggan, tapi

produksi terlalu banyak dapat meningkatkan
biaya dan risiko kerugian melalui terjadinya
keusangan atau kerusakan barang [1],[7],[8].
Produksi terlalu kecil meningkatkan risiko
kehilangan penjualan yang akibatnya dapat
menyebabkan kehilangan pelanggan.
Manajer sumber daya harus mengatur
jumlah barang yang diproduksi dalam
tingkat yang menyeimbangkan risiko
permintaan dan risiko kekurangan.



Model Generalized Economic Order
Quantity (GEOQ) adalah model yang
mengasumsikan tingkat permintaan
bervariasi berdasarkan waktu sedangkan
model Economic Order Quantity (EOQ)
mengasumsikan tingkat permintaan yang
konstan. Dalam model EOQ memenuhi
beberapa asumsi-asumsi, diantaranya adalah
permintaan konstan dan dimungkinkan
adanya kekurangan. Model EOQ dengan
adanya kekurangan berakibat terjadinya
backorder. Backorder merupakan suatu
kondisi dimana saat terjadi kekurangan,
perusahaan atau organisasi akan
menawarkan kepada pelanggan untuk
melakukan pemesanan kembali. Ada banyak
situasi dimana penerapan model EOQ akan
menghasilkan solusi optimal dengan baik.

Dalam proses pengelolaan produk, inventori
dapat mengalami kerusakan atau penurunan
kualitas dari waktu ke waktu. Jika dalam
inventori terdapat produk yang rusak, maka
tingkat inventori akan menurun secara
bertahap. Akibatnya, saat menentukan
kebijakan  produksi inventori  optimal,
kerugian akibat kerusakan tidak dapat
diabaikan [1],[9].

Dalam artikel ini akan diselesaikan inventori
dengan model persediaan pada multi-item
yang  mengalami peningkatan  atau
penurunan, walaupun dalam dunia real
sangat sulit menemukan hal ini terjadi
sekaligus. Dalam banyak makalah banyak
muncul masalah model yang dimulai bentuk
model dua-item, yang dilanjutkan dengan
multi-item [11],[13]. Model akan
diselesaiakan dengan kontrol  optimal
dengan menggunakan prinsip Pontryagin
[10],[14],[15].[16]. Sehingga akan
didapatkan cara bagaimana menentukan
menentukan biaya produksi yang optimal
dari tingkat persediaan yang optimal pada
inventori multi-item[11],[13].

2. Tinjauan Pustaka

Pada bagian ini memuat tentang
beberapa pustaka yang digunakan dalam
pembahasan.
2.1 Inventori

Banyak peruasahaan manufaktur yang
menggunakan sistem inventori produksi
yang dilakukan untuk mengatur perubahan
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permintaan konsumen pada produk barang
jadi. Sehingga permintaan konsumen dan
pelanggan dapat terpenuhi, bentuk inventori
yang digunakan multi-item yang juga
mengalami  kemerosotan.  Kemerosotan
dalam inventori produksi dapat terjadi
disebabkan adanya pembusukan atau
kerusakan pada barang inventori produksi
untuk jangka waktu tertentu. Biasanya
inventori produksi yang sering mengalami
kemerosotan ini adalah produksi makanan
atau minumuan. Karena makanan atau
minuman yang terlalu lama berada dalam
pergudangan maka efeknya adalah bisa
mengalami pembusukan atau kerusakan, hal
inilah  yang  dinamakan  mengalami
kemerosotan. Sehingga perusahaan harus
mengeluarkan biaya kemerosotan inventori

[1].[6]. [15].
2.2 Teori Kendali optimal

Masalah Kendali Optimal untik
sistem dengan targaet set S, performance
functional J(xo,tou), himpunan admissible
kontrol U, dan state awal X, pada waktu t,

adalah menentukan kendali  ueU yang
memaksimalkan performance functional
Jw).

Sebarang kendali U«  yang

memberikan solusi terhadap masalah kendali
optimal disebut dengan kendali optimal.
Pada kasus kendali optimal dengan state
akhir dan waktu akhir diketahui, target set S
berbentuk S = {x;}x{t;} vyaitu berupa
titik (xq t; ) dengan x; elemen tertentu di Rn
dan t; elemen tertentu di (T1,T2) [1],[4],
[16] .

3. Metode Penelitian
Penelitian ini dilakukan dengan cara
mengumpulkan referensi pendukung baik
dari buku maupun jurnal yang berkaitan
dengan teori inventori dan inventori multi-
items, turunan, persamaan diferensial biasa,
serta himpunan dan fungsi konveks serta
melibatkan aplikasi teori kendali. Referensi
tersebut dijadikan acuan dan dijabarkan
sehingga diperoleh nilai optimal tingkat
inventori, rata-rata produksi optimal tingkat
inventori dan rata-rata produksi optimal.
Adapun prosedur-prosedur yang digunakan
dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :
1.  Mengumpulkan dan mengkaji bahan
yang berkaitan dengan inventori multi-
items, turunan, persamaan diferensial
biasa, serta himpunan dan fungsi



konveks serta melibatkan aplikasi teori
kendali.

2. Menjelaskan  terbentuknya  model
inventori yang mengalami kerusakan
dan kekurangan dengan menggunakan
asumsi-asumsi dari model EOQ.

3. Menentukan solusi dari persamaan
model inventori yang mengalami
kerusakan dan kekurangan dengan
diberikan nilai awal dan menggunakan
persamaan diferensial linier.

4. Menentukan sehingga diperoleh nilai
optimal tingkat inventori, rata-rata
produksi optimal tingkat inventori dan
rata-rata produksi optimal.

5. Membuat kesimpulan penelitian.

4. Hasil dan Pembahasan

4.1 Pembentukan Model

Model ini didasarkan pada sistem dimana
ditinjau Inventori produk barang pada saat
terjadi peningkatan dan penurunan inventori.
Inventori adalah suatu barang, produk, atau
sumber daya yang disimpan untuk digunakan
atau dijual pada masa atau periode yang akan
datang oleh sebuah perusahaan atau organisasi.
Setiap perusahaan atau organisasi mempunyai
cara-cara yang berbeda dalam menangani
perencanaan inventori dan sistem inventori.
Sistem inventori adalah kebijakan dan
pengendalian  yang  mengontrol  tingkat
inventori ~ (Affandi, 2015).  Peningkatan
inventori disebabkan karena adanya inventori
awal kemudian terjadinya penambahan
inventori  sedangkan permintaan terhadap
inventori masih belum ada kemudian seiring
dengan adanya permintaan maka dengan
sendirinya  inventori  akan  mengalami
penurunan. Sedangkan diketahui panjang
perencaannya adalah T. Diasumsikan bahwa
fase pertama dikatakan dari O hingga t; tingkat
inventorinya meningkat, kemudian fase kedua
yaitu dari t; hingga T, tingkat inventorinya
menurun. Seperti yang ada pada gambar 1.

M

t
£ il T

Gambar 1. Fase perubahan Inventori

Keterangan :
1(t) tingkat fungsi Inventori

P(t) nilai produksi rata-rata fungsi
D(t) nilai fungsi permintaan

Iy = tingkat nilai awal inventori
m(t) = Rata-rata fungsi kenaikan

o(t) = Rata-rata fungsi kemerosotan
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Perlu dicatat bahwa waktu t; tidak

diketahui dan dibutuhkan cara untuk
menentukan nilainya. Sedangkan nilai M
yang merupakan tingkat inventori pada
waktu t; diasumsikan nilainya diketahui.
Berikut ini notasi yang digunakan untuk
menggambarkan  sistem  dinamik  dari
inventori yang ada.
Juga kita misalkan v;(t) = m;(t) — 0;(t) karena
m;(t) dan 6;(t) fungsi yang sudah diketahui
berarti tingkat inventori berkembang dari
waktu ke waktu berdasarkan persamaan
statenya. Fungsi m;(t) yaitu rata-rata fungsi
kenaikan dimana karena adanya tingkat
produksi maka Inventori akan bertambah,
namun pada batas tertentu kemudian
inventori akan ada permintaan sehingga
inventorinya akan berkurang.

Kemudian 6;(t) adalah rata-rata
fungsi kemerosotan yang berarti
berkurangnya inventori karena adanya
demand atau permintaan
I;

3 {Pi(t)+Vi(t)+1i(t) t €[0,t]
T R® = D) + vi(OL(t)  t €[ty T]
(4.1)

dengan nilaii=1,2,3,..., n.

Untuk menjamin tingkat inventori
bertambah dari waktu O hinga t; dan
menurun dari t; hingga T maka akan lebih
lanjut dikenalkan

Pt)+ V() +I;(t) >0 t e [0,t]
(4.2)
Pi(t) = D;(t) + vi(O)[;(t) >0
teft, T (4.3)

Untuk membangun harga fungsi objektif,
akan diasumsikan bahwa tingkat inventori
tujuan dan rata-rata produksi tujuan berupa
himpunan dan akhirnya mendatangkan
selisih dari tujuan. Untuk dapat menuliskan
fungsi tujuan secara eksplisit kita kenalkan
beberapa notasi tambahan berikut ini :

P = tingkat produksi tujuan

I = tingkat inventori tujuan

h = koefisien biaya penyimpanan

k = koefisien biaya produksi

A = konstanta nonnegative biaya diskon

Untuk memberikan kenaikan hasil indeks
maka akan kita minimumkan :

. N2
ming,, {]i = foT (% (L-1) +

. N2
S(p-P) dt)} (4.4)
Persamaan 4.1-4.3 merupakan batasan non
negatif,
P (t)>0

t €[0,T] (4.5)
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4.2 Solusi Model
Solusi model yang akan ditentukan
dengan melibatkan konstrain dari

pertidaksamaan melibatkan kedua kontrol
dan variable state. The maximum principle
untuk masalah dengan pencampuran
konstrain harus melibatkan fungsi yang
kontinu dan kontinu sepotong-sepotong serta
A differensiabel, fungsi P juga fungsi
kontinu dan kontinu sepotong-sepotong.
Untuk mendefenisikan fungsi Hamiltonian

. AN2 . 2
H=—(2(-1) +2(P-B))+

g (4.6)
dengan
(Pt Vi t €[0,t]
L {Di —P,—ViI; te€l[t,T] (4.7

Dan fungsi Lagrangenya adalah
1[h; PN ki ~\2
= —E[?(Il _Ii) +?(Pl _Pi) ] +
{(/1 +wgi t €[0,t]
A-wg, te[nT]
Syarat perlu untuk kondisi optimal diberikan
dengan

H,=0 (4.8)
L| =-1 (49)
u=0,ug; =0 (4.11)

Kondisi ini bergantung pada dua differensial
dengan bergantung pada keadaan t € [0, t;]
atau ¢t € [¢, T]. Sehingga mari ditinjau satu
persatu dari dua kasus tersebut.

Kasus 1 keadaan t € [0, t4]
Berarti dari kasus pada kondisi 4.3 akan
diperoleh

hy AN\2 kg 512
H=—(2(-5) +2(P-P))+
AP+ Vily) t €[0,t4]

Hy,=0  akan diperoleh

P =%+P, (4.12)
Kondisi (4.9) Ekivalen dengan

L, =-1 Berarti

. N2 . A2
L==2[%(-5) +%(P - P) J+(2+
,Ll) (PL+VLIU te[ortl]

Maka

A= h(L—1) - Vi(A+w (4.13)
Kondisi (4.9) adalah ekivalen dengan

L,=0

maka (1 + u) = k(P, — B,) (4.14)

Kondisi (4.6) dengan (4.3) diimplikasikan
u=0. Karena itu (4.7) dan (4.1) ketika
t € [0, t;] menghasilkan

u=0,ug =0

Dari bentuk (4.1) ketika t € [0,t,]
[=P+Vi+I; tel0,t]
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dari persamaan (4.12) P; = % + P,
Sehingga akan diperoleh

. 2 P

Dengan mengkombinasikan [ = %+ P, +
VL'IL' (415) dan /‘1 = h’i(li - il) -
Vi(A+pu) (4.13) maka akan diperoleh
persamaan dengan menurunkan  (4.15)

menjadi [ = %+ B + VI, + VI, sehingga

subsitusi nilai — nilai persamaan A=

hi(l; =) —Vi(A+w) dan [ =%+ P+

V;I; diperoleh

=21 =1) = V(P = P) + B+ Vi +

4 % +V,B + V%I, Sehngga nilai dari

i = (4 V24 V) L= a0, €[0,t,]
(4.17)

Dengan a,(t) = — %IAL- + VB +P

Maka dengan cara yang sama ditentukan
untuk

Kasus 2 keadaan ¢ € [¢, T|

Berarti dari kasus pada kondisi 4.3 akan
diperoleh

2 2
Ai(Di - Pi - Vili ) t e [tl,T] Hp = 0
akan diper0|eh _ki(Pi - ﬁl) - /‘li =0
sehingga

P =—2+P, (4.18)
Kondisi (4.4) Ekivalen dengan
L| =- A
Jika

h N2k PN
L==[3(i—-1) +5(P - P) |+(2-
w(D—-P-VI) tel t,T]
Maka
A=h(l;=0)+Vi(1—-p (4.19)

Kondisi (4.5) adalah ekivalen dengan

L, = 0 berarti

—ki(Pi=P) = (A=) =0

maka (1 — u) = —k;(P, — P,) (4.20)
Kondisi (4.6) dengan (4.3) diimplikasikan
u = 0. Karena itu (4.18) dan (4.1) ketika
te[t,T]

menghasilkan

u=0,ug =0

Dari bentuk (4.1) ketika t € [t;,T]
Sehingga akan diperoleh

Maka delngan mengkombinasikan (4.19) dan
(4.21) maka akan diperoleh :

Subsitusikand; = hy(I; = [;) + V;(1 — )
(3.14) ke (3.16). Namun terlebih dahulu
menurunkan ~ (4.21) akan  diperoleh
turunannya adalah sebaga berikut



==+ B —Di+Vil;+Vil; (422
dengan r;lensubsitusikan (4.18) dan (4.19)
diperoleh (A1 —pu) = —k(P — P) gunakan
(4.21) maka akan diperoleh :

= LG+ VE+V) = ap, (©)

Dimana  a;, (t) = %fi +Vi(P;— D)) +

P, — D; (4.23)
Dengan nilaii=1,2,3,...,n.

Untuk menentukan nilai optimal tingkat
inventori, rata-rata produksi optimal tingkat
inventori dan rata-rata produksi optimal,
harus memperoleh solusi dari (4.17) dan
(4.23). Solusi tergantung dari fungsi m dan
0, yang ikut menentukan nilai v. Dalam
sebagaian besar kasus, akan sangat mungkin
menentukan solusi persamaan differensial
dari (4.17) dan (4.23). dalam bentuk solusi
eksplisit dengan cara numerik.

Ketika fungsi V adalah dalam bentuk
konstanta maka persamaan differensial dari
(4.17) dan (4.23) akan diperoleh menjadi
= (R+v2+v)1 =
a;, ()t € [0,t] (4.24)
[ = LGV +V) = ai, (©)
t €[t,T] (4.25)
Diperoleh solusi
I;(t)

Crie"™ + Ce ™ 4+ Q; () t€[0,t]
B { Cre™ + Cpe ™ + Qi (t) t € [ty,T]
5. Kesimpulan

Model Inventori pada saat terjadi

penurunan inventori biasanya disebabkan
karena adanya inventori awal kemudian
terjadinya penambahan inventori sedangkan
permintaan terhadap inventori masih sedikit.
Seiring dengan adanya permintaan maka
inventorinya mengalami penurunan jumlah
yang diiringi dengan adanya kemerosotan.
Biasanya Inventori yang terjadi cenderung
dalam bentuk multi items.
Bagi peneliti selanjutnya, disarankan agar
dapat mengembangkan Jenis permintaan
yang berbentuk lebih kompleks yang dapat
diarahkan kedalam bentuk stokastik.
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