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Abstrak

Model Mangsa Pemangsa dapat dibentuk menjadi sistem persamaan diferensial nonlinear orde
satu dengan nilai awal yang tegas (crisp) dari spesies mangsa dan spesies pemangsa. Namun,
pada kenyataannya, tidak semua kondisi dapat ditentukan secara tegas nilainya. Di dalam
matematika, terdapat suatu konsep yang dapat mengatasi kondisi tersebut yaitu konsep fuzzy
(samar). Suatu sistem persamaan diferensial dengan nilai awal fuzzy disebut Sistem Persamaan
Diferensial Fuzzy. Pada penelitian ini, solusi dan sistem ditentukan menggunakan Hukuhara
Derivative. Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan solusi pendekatan pada Model
Mangsa Pemangsa, Membentuk Model Mangsa Pemangsa dengan Nilai Awal Fuzzy,
menentukan solusi pada Model Mangsa Pemangsa dengan Nilai Awal Fuzzy dan membuat
simulasi sistem dengan menggunakan beberapa parameter. Hasil dari penelitian ini adalah
diperolehnya solusi pendekatan pada Model Mangsa Pemangsa, Model Mangsa Pemangsa
dengan Nilai Awal Fuzzy, solusi pada Model Mangsa Pemangsa dengan Nilai Awal Fuzzy.
Simulasi numerik menunjukan bahwa jumlah populasi mangsa semakin menurun dengan
ketidakpastian solusi semakin besar sampai pada titik balik, kemudian menurun hingga batas
solusi fuzzy. Sedangkan jumlah populasi pemangsa semakin meningkat dengan ketidakpastian
semakin besar sampai pada titik balik, kemudian menurun hingga batas solusi fuzzy.

Kata kunci: Hukuhara Derivative, Model Mangsa Pemangsa, Persamaan Diferensial Fuzzy.

1. Pendahuluan
Pemodelan matematika adalah salah

satu bidang kajian matematika terapan
untuk mcrcprcsculalsikiumncrmalsallilham
yang ada dalam sistem dunia nyata ke
dalam bentuk persamaan matematika.
Salah satu permasalahan tersebut adalah
masalah ekologi. Dalam ekologi terdapat
bahasan mengenai interaksi antara mangsa
dengan pemangsa (Pratikno, 2010).

Model Mangsa Pemangsa dapat
dibentuk menjadi sistem  persamaan
diferensial nonlinear orde satu dengan nilai
awal yang tegas (crisp) dari spesies
mangsa dan spesies pemangsa. Namun,
pada kenyataannya, tidak semua kondisi
dapat ditentukan secara tegas nilainya. Di
dalam matematika, terdapat suatu konsep
yang dapat mengatasi kondisi tersebut

yaitu konsep fuzzy (samar). Suatu sistem
persamaan diferensial dengan nilai awal
Sfuzzy disebut Sistem Persamaan
Diferensial Fuzzy. Pandit (2014)
mengemukakan solusi  sistem  tersebut
meng gunakan Hukuhara Derivative.

2. Tinjauan Pustaka
21 Model Mangsa Pemangsa Lotka
Voltera

Secara sederhana, Model Mangsa
Pemangsa Lotka Voltera dapat dinyatakan
sebagai berikut

= ax - bxy

dE
ay _ (2.1)
P + dxy




dengan konstanta a, b, ¢ dan d adalah
bilangan positif serta x merupakan spesies
mangsa dan y

merupakan  spesies

pemangsa.

2.2 Linierisasi

Definisi 2.1

Titik * € R™ disebut titik keseimbangan
dari persamaan X = f(x) jika f(X) =0

Hasil linierisasi dari Persamaan (2.1)

disekitar titikk kesetimbangan sebagai
berikut
dx
dt _[Fx Fy]x—xe] .
d_}’ Gx Gy y - y& (“'“)
dt

Persamaan (2.2) adalah Sistem hasil
berbentuk
diferensial

sistem
Berikut
diberikan Definisi dan Teorema tentang
penentuan

linierisasi, yaitu

persamaan linier.

solusi  Sistem  Persamaan

Diferensial Linier menurut Ross (2004).
Defnisi 2.2
Diberikan persamaan diferensial
linier homogen

dx

— =A(t)x

dt
dengan x adalah vektor kolumn x 1

(2.3)

1. Suatu himpunan dari n solusi yang
bebas (2.3)
disebut himpunan fundamental dari
matriks

2. Suatu matriks ~ yang disusun
berdasarkan kolum yang terdiri dari
himpunan  fundamental dari  solusi

linier dari Persamaan

Persamaan (2.3) disebut  matrik
Jfundamental. Yaitu jika fungsi vektor
Dy
Dy = @21:(1* , P2 =
@, (1)
D5 (L) D1, (1)
d)zz:(t) Dy = (Dz,:(t)
D5 (1) D, (t)
merupakan himpunan  fundamental
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dari solusi Persamaan (2.3), maka
matriks persegi

nxn
o(t)

©3(t)  Pya(t) ©n(t)

‘Dml(f) ‘Dzzl(f) ‘DZa}(f)

Ppu(®) Ppo®) = (D

adalah matriks fundamental dari (2.3).

Teorema 2.3
Solusi @ dari persamaan diferensial linier

nonhomogen
2= A(Wx+ F(D),

dengan nilai awal ®(ty) = x, .

dan ty € [a, b] dapat dibentuk menjadi
(1)
= ¢~ ()%

+ 90 [ 97 WFW du
Ly

dengan ¢(t) adalah matriks fundamental
vang sesuai dengan persamaan diferensial
homogen.

Teorema 2.4

Hipotesis. Akar-akar Ay dan A, pada
yang
Diferensial

persamaan  karakteristik terkait

dengan Sistem Persamaan
Linier adalah bilangan konjugat kompleks
vaitu a + bi.

Konklusi. Sistem (2.21) mempunyai solusi
bebas linier dari bentuk

x = e™(A, cos bt — A, sinbt)

y = e (B, cos bt — B, sin bt)
dan
x = e (A cos bt — Ay sinbt)

y = e (B, cos bt — B, sin bt)
Dengan Aq, Az, By dan B, konstan. Solusi
umum pada solusi tersebut dapat ditulis

menjadi

x = e®(c,(A, cos bt — A, sin bt)
+c,(A, cos bt
— A, sinbt))

v = e®(cy(B; cos bt — By sin bt)
+cy(Bycosbt
— B, sin bt))

Dengan ¢, dan ¢, konstan.

Definisi 2.5

160




Suatu a-cut merupakan himpunan bagian
tegas dalam himpunan semesta dengan
aadalah suatu bilangan dengan selang
tertutup  [0,1]. Untuk suatu bilangan
a € [0,1], a-cur dari suaru himpunan fuzzy
A vang dinotasikan A, adalah himpunan
regas yang memuat semua elemen dari
semesta dengan derajat keanggotaan A
vang lebih besar atau sama dengan «,
vaitu
Ay =1{x € X |pi(X) = a}

Definisi 2.6
Diberikan fungsi F fa, b) — Ry
dengan w- 19

cut [F(x)]q = [(F) (), (FH)] Jika
(7)) @), (7)) (0],

untuk  setiap @€ [0,1] ada dan
mendefinisikan  « — cut dari  bilangan
fuzzy  F'e(x), maka F  dikatakan

terdiferensial Seikkala di x dan F'g(x)
disebut Seikkala derivative dari F di x.

Definisi 2.7

Diberikan fungsi F fa, b) = Rg
terdiferensial hukuhara ji untuk h=0
maka H-Difference dengan F ( x + h) Oy
F(x) dan F(x) ©y F( x - h) ada dan
terdapat elemen F'y(x) € Ry sehingga
Fx +h) Oy Flx)_

limy, o+ @ =F'y(x)
bilangan fuzzy F'y(x) disebut Hukuhara
derivative dari F di x.

iimh =0"

Sifat 2.8

Jika F fa, b) — Rg terdiferensial
Huluhara, maka (f;)'(x) dan (£;)'(x)
masing-masing terdeferensialkan dan

[F'(0)]e = [(F)' (), (B ()],

yaitu, jika F terdiferensial Hukuhara,
maka F  terdiferensial Seikkala dan
derivative dari keduanya sama.
3. Mflode

Prosedur pada penelitian ini

adalah sebagai berikut:
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1. Menentukan titik kesetimbangan pada

model mangsa pemangsa menggunakan

Definisi 2.1,

Linierisasi model mangsa pemangsa di

titik kesetimbangan yang didapat pada

langkah(1l)  dengan  menggunakan

ekspansi taylor,

3. Menentukan solusi yang bebas linier
pada model mangsa pemangsa yang di

&)

konstruksi ke dalam bentuk matriks
fundamental menggunakan Definisi
2.2

4. Menentukan solusi pendekatan model
mangsa pemangsa dengan nilai awal
tegas pada matriks fundamental yang
didapat pada langkah(3) menggunakan
Teorema 2.3,

5. Membentuk model mangsa pemangsa
dengan nilai awal fuzzy menggunakan
Definisi 2 5.

6. Menentukan mangsa
pemangsa dengan awal fuzzy
menggunakan Hukuhara derivative,

model
nilai

solusi

7. Membuat simulasi numerik dengan
beberapa  parameter yang sudah
diketahui,

8. Membuat simpulan penelitian.

4. Hasil dan Pembahasan
42 Solusi Pendekatan Model Mangsa
Pemangsa dengan Nilai Awal Tegas

Diberikan Model Mangsa
Pemangsa sebagai berikut
dx
Frial bxy
4.0
dy
Tt dxy

dengan nilai awal x(0) = x; dan y(0) =
Yo
Berdasarkan Definisi 2.1 diperoleh
dua titik ekuilibrium sebagai berikut
Ey(xe, Ye) = (0,0)

dan
ca
Ey(xe,¥e) = (E:B)
Selanjutnya, hasil linierisasi  dari
Persamaan (4.1) di  sekitar titik

kesetimbangan E; berdasarkan Persamaan
(2.2) yaitu




dx

@ =) |-
‘@) ﬁ:dG)y—G)(¢m
0 _(?C) [+ HT:

ad y _E8
(F) o b

Berdasarkan Teorema 2.3, solusi
Persamaan (4.2) memerlukan matriks
fundamental. Berdasarkan Definisi 2.2,
sistem  persamaan linier homogen yang
berhubungan dengan Persamaan (4.2)
adalah

bc
ax [0 ~(3)
= | ad . X (4.3)
(5)

Solusi umum dari Persamaan (4.3)

berdasarkan Teorema 2.4 adalah

x = ¢yeosyact + ¢, sinvac t
¥y
d
=c ( {f)) sin+act (44)
d(vac
+ ¢, (— (;fc_)) cosvact

diperoleh matriks fundamental berdasarkan
Definisi 2.2 sebagai berikut

o(t) 15
cosV'_c t Q\IE t (45)
d(\!—] in\act d(f] cosvlact

Maka dlpel()leh solusi pendekatan dari
Persamaan (4.2) dengan nilai awal tegas
sebagai berikut

A+B+C] (4.6)

X = [D+E+F

dengan

A= (x[, d(‘/_))cosv'_t

B=( 1[3‘% )sinv’ﬁr.

be
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_ac?
)
B= (—¥+xud(?]) sinafac t
E= (yu —a(\;&}) cosyac t
_aa)
==

4.3 Model Mangsa Pemangsa dengan
Nilai Awal Fuzzy

Berdasarkan Definisi 2.5 diperoleh nilai

awal fuzzy dengan suatu @-cut, sebagai

berikut

o _ [[Fo)a Go)E]
Xo = [@0)&-@0)31

m
— [[(bl —a)a+a;,¢; — (¢ - b1)“:|]
[(i—eDa+teng,— (9, — f)e]

dengan X, = Ec/ ol ]
ol

4.4 Solusi Model Mangsa Pemangsa
dengan Nilai Awal Fuzzy
Diberikan Sistem (4.2) dengan nilai
elwellm}’ X(0) = X,. Misalkan [%], =
[(Fo)a, (Fo)i] dan [Fole = [(Fo)a Go)i]

dengan

X)) = [VEOJ] dan X, = gz]]ﬂ

Pada Persamaan (4.2), solusi Model
Mangsa Pemangsa dengan Nilai Awal
Fuzzy berdasarkan Teorema 2.3 dan
meng gunakan Hukuhara Derivative
sebagai berikut

x;(t) = ((fu);—d(r))cosft

o)t ac | .
- +— |sinyact
d(vac d
c
ac*

" d(vac)
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3 0= (605 = ) convae 720 = (0= ") ozt
ac ac
+ b n + b .
1
+ (®o)a (f}) sinvae t + (%)% (f}) sinvact
N a(vac) + a(vac)
b b
2 ] . -
XH(e) = ((-ﬁ:); _d(ﬂ;&}) cosVaE £ 4.5 Simulasi Numerik
Gz ac Diketahui Model Mangsa Pemangsa
- ﬁ"’? sinyac t dengan Nilai Awal Tegas yaitu
act dx 0.1x — 0.005
—=01x-0. x
i) . (4.6)
— =—0.4 0.008
dar v+ xy
dengan nilai awal x(0)= 130 dan
y(0) =40
Berikut diberikan simulasi dari Solusi pada
Persamaan (4.6) adalah
140
—~ — — populasi mangsa
120 - populasi pemangsa
100
=
5 80
1
=
g 60
2
40
20
o . . " . .
0 1 2 & 4 ] 6
t

Gambar 1. Grafik Solusi Populasi Mangsa x(t) dan Pemangsa y(t)

Pada Gambar 1, menunjukan jumlah populasi mangsa yang semakin menurun dengan
meningkatnya jumlah populasi pemangsa seiring perubahan waktu .

163




160 T T

SEMINAS MANTAFI 2003
Progrem Stedi Materaanka dan Program Stud: Sweastka UMIRA ULM

5

120

ut Jurnlah Populas: Mangsa [x(t))
&8

-
40
O 2
-
=
o 0
=
-20 i i i i
1] 1 2 3 4 5 6
t
Gambar 2.a. Grafik Alpha-Cut Solusi Populasi Mangsa Fuzzy
50 * T T y T
o} sl o
—‘- ."'h-
ﬁ B ’f I’ s — S ~
) -
; 44 L //’ -
o
= 2t s L
= -
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Gambar 2.b. Grafik Selisih Alpha-Cut Solusi Populasi Mangsa Fuzzy

Pada Gambar (2.a), menunjukan jumlah
dari populasi mangsa semakin menurun
seiring perubahan waktu ¢ dan melewati
Persamaan x = 0 pada koordinat (0,
54899). Artinya model pada Persamaan
(4.6) populasi
mangsa yang akan semakin menurun

mempunyai  jumlah

seiring perubahan waktu ¢t dan alpha-cut
solusi jumlah populasi mangsa hanya
sampai pada koordinat (0, 5.4899). Pada
Gambar (2.b) menunjukan ketidakpastian
dari populasi mangsa semakin meningkat
pada titik balik, kemudian
menurun sampai batas solusi fuzzy.

sampai

164 D~
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ut Jumiah Populasi Pemangsa

Alpha-(

kurva selisih y dany
n 8 B ¥
—

=]
T

bl

-

I i i

B ] 10 12
t

Gambar 3.b. Grafik Selisih Alpha-Cut Solusi Populasi Pemangsa Fuzzy

Pada Gambar (3.a) menunjukan
jumlah dari populasi pemangsa semakin
meningkat seiring perubahan waktu £ dan
terdapat titik potong kurva y,(t) dan
y&(t) pada koordinat (11.2277, 75.2152).
Artinya model pada Persamaan (4.6)
mempunyai jumlah populasi pemangsa
yang akan semakin meningkat pada waktu
t dan alpha-cut solusi jumlah populasi
mangsa hanya sampai pada koordinat
(11.2277, 75.2152). Pada Gambar (3.b)
menunjukan ketidakpastian dari populasi
pemangsa semakin meningkat sampai pada
titik, kemudian menurun sampai batas
solusi fuzzy.

5. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan
penelitian  ini  didapatkan  kesimpulan
Pertama ditentukan solusi Model Mangsa

Pemangsa dengan Nilai Awal Tegas
meng guankan pendekatan liniersasi
mengguankan  Deret  disekitar  titik

ekuilibrium. Kedua Solusi Model Mangsa
Pemangsa dengan Nilai Awal Fuzzy
dengan menggunakan Solusi tegas dan
Hulkuhara Derivative sehingga diperoleh
solusi berbentuk solusi interval. Terakhir
dilakukan simulasi numerik, simulasi
tersebut  menunjukan  bahwa  jumlah
populasi mangsa semakin menurun dengan
ketidakpastian ~ solusi  semakin  besar
sampai pada titik balik, kemudian menurun
hingga batas solusi fuzzy. Sedangkan




jumlah  populasi pemangsa semakin
meningkat dengan ketidakpastian semakin
besar sampai pada titik balik, kemudian
menurun hingga batas solusi fuzzy.
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